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Breve Revisao de
Calculo Vetorial
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1. Operacoes com vetores

Dados os vetores A = A,i + Aj + Ake B = B,i + Bj + B)k,
define-se:

Produto escalar entre os vetores A e B

AeB=AB +AB +AB,

AeB = ABcosé
Dai,

B +AB +AB
COS@ZAX X Y Yy AZ z

AB


http://pt.wikipedia.org/wiki/Ficheiro:Dot_Product.svg
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Produto vetorial do vetores A e B

i j kK
AxB=|A, A A=
B, B, B,

- @,B,—-AB i+@B -AB, j+ @B, -AB, k
AxB
/AxB|= ABsend

Area = |AxB|
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2. Uma definicao fisica para Campo

Dada uma regiao D no espaco tridimensional e uma
grandeza fisica (escalar ou vetorial), entao, essa regiao
sera chamada de campo se, nela, o valor da grandeza num
dado ponto depender univocamente das coordenadas
desse ponto.

Se a grandeza for escalar (pressao, temperatura, etc.), o
campo é dito escalar.

Se a grandeza for vetorial (forca, velocidade, etc), o
campo é dito vetorial.

O valor da grandeza também pode depender do tempo.

Nesse caso, o campo é dito variavel (ou dinamico). Caso
contrario, ele é dito estacionario.
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Exemplos de campos escalares:

Em um campo escalar, um nimero é definido para cada
ponto do espaco.

— Campo de pressao em uma represa, p = yh.

Campo de pressao
{pressdo 5o depende da profundidade)

p = rh

— Campos de Temperatura.
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— Um valor escalar é definido para cada ponto do espaco
(analitico ou numérico).

S(x,p)=f(x,p)
S(x,y) = xsin(xy)

Representacao grafica
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— Linhas de iso-contorno (temperatura (°C), altitude, etc.)
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— Campos escalares em 3-D

—v— 2 ISNETAL: e 5
S(x,y,2)=1-e 1B 10 2 ,-(z-107°/s
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Campos Vetoriais

Em um campo vetorial, um vetor é definido para cada ponto
do espaco. Formalmente, temos:

— Um campo Vetorial é definido, no ®2, como uma funcao F
que associa a cada ponto M(x, y) em um subconjunto D do
R2, um Unico vetor F(M) bidimensional, tal que,

F(M)=F(x,y) =P(X, y)1+Q(X,y)]

— Um campo Vetorial é definido, no 3, como uma funcao F
que associa a cada ponto N(x, y, z) em um subconjunto E do
R3, um anico vetor F(N) tridimensional, tal que,

FIN)=F(X,y,2) =P(x,y,2)1+Q(X,y,2) J+ R(X, y,2) Kk
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— Campo de velocidade em uma roda ou turbina,

F=—yi+X] ‘—\[
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Exemplo - Exercicio
Faca um diagrama do campo vetorial F(X,Y) =\Ni

Consideramo: y = O,%,l, 2,3,4e5.Temos:

F(x,0)=0 v
F(x,1/2) =(v/2/2)i | A X X
F(x,1) =i 2 e
F(x,2) =+/2i T - U A
F(x,3) = V/3i O R e

. — —» (”@‘&ji—r —» —»
F(x,5) = J5i X

Este campo vetorial descreve a velocidade da corrente

num corrego ou rio em varias profundidades. Velocidade é

nula no leito. 11
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Exemplo de uma representacao numeérica de um campo
vetorial.
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9

Exemplos de imagens de campos vetoriais

x+y)}

{7(1:,, y)= sin(xy)f +(

&~
s
v
s/
/
7

4 -~ o~ ~ ~ ~ N~ %

~ —_ o - -~ ~ ~ AN t

inido

Ha um vetor defi

para cada ponto do Es-

paco 2-D.

O tamanho das flechas
representa a magnitude

do vetor.

13
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Exemplos de campos escalares e vetoriais

— Campo escalar — Campo vetorial
Mapa de temperatura Velocidade dos ventos

Forecast Winds

26 Sep 2006 06:10 GMT /26 Sep 2006 02:10 AM EDT

14
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4. Operador Nabla

“Nabla” (harpa em grego)

0. 0. O
=—Ii+—J]+—K
oX oy oz

Aplicado sobre uma campo escalar, f, define um campo
vetorial chamado de Gradiente de f, Vf.

O produto escalar com um campo vetorial, F, define um
campo escalar chamado de Divergente de F, VeF.

Produto vetorial com um campo vetorial, F, define um novo

campo vetorial chamado de Rotacional de F, V F.
15
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5. Campos Gradientes

Se f = f(x,y) € uma funcao escalar de duas variaveis,
entao, seu gradiente é definido por,

Vf(x,y):zfx nyj ou gradf_gng

oX oy

Se f = f(x,y,z) € uma funcao escalar de trés variaveis,
entdo, seu gradiente é definido por,

of

Vi (X, y,Z)—§I+—j+§k ou gradf = o
ox oy oz

8f 8f.
J+—K
8x 8y oz

oO. 0. O
Onde V=—i+—j+—k é Nabla.
™ ayJ % e o vetor Nabla

16
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Exercicios

1) Encontre os campos gradientes das funcoes abaixo e
trace seus diagramas de campo.

a) f(x,y) = x?y?
(Resolucao a seguir)

b) f(x,y) =x+y

c) f(x,y) = In(x+2y)
(Resolucao no quadro)

17
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Resolucao

f(xy)=x"y’
Vf = of i+6f j=2xy°i+2x°Yj
ox oy

Interpretacao

O Gradiente @€ um campo
vetorial cujas componentes
sao as derivadas do campo
escalar.

Em qualquer ponto, o Gra-
Diente “aponta” na direcao
de maxima inclinacao, e sua
maghnitude é a inclinacao.

18
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Em outras palavras,

O gradiente de uma funcao escalar, calculado num dado
ponto, € um vetor cujo modulo representa a maxima taxa
de variacao de crescimento dessa funcao naquele ponto.

Isto significa que o vetor gradiente calculado em (X,, Yo,
z,) tem a direcao para a qual ocorre o maximo crescimento
da funcao em (Xg, Yo, Zp)-

Além disso ele é perpendicular a superficie no ponto (x,,

Yo), N0 %2, ou (Xq, Yor Zp) NO R3.
The curve f(x, y) = f(xg, ¥p)

Vf (x()a y ())

19
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Visualizacao,
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— Mapa de cores: funcao — campo escalar

— Representacao de setas: campo vetorial obtido a partir

do gradiente da funcao escalar.
20
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6. Campos conservativos e funcoes potenciais

Se F € um campo vetorial em duas ou trés dimensoes.
Entao, diz-se que F é um campo conservativo numa regiao
do R2ou N3, se F for o campo gradiente de alguma funcao f
naquela regiao. Isto ¢, F = Vf. A funcao f € chamada de
funcao potencial.

Exemplo

Considere o campo vetorial do quadrado inverso em duas
dimensoes.

F(x,y) = 7z (X1+Y))

C
(X*+y%)

Mostre que F € um campo conservativo em qualquer regiao
do R2 que nao contenha a origem e cuja funcao potencial
seja

C

2 2\1/2
(X" +y7) 51

f(x,y)=-



0
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Resolucao

Temos que mostrar que o campo gradiente de f, em
qualquer regiao que nao contenha a origem, é F. Para isso,
calcularemos Vf

Vi = il—l—ﬂj
ox oy
of CX o of cy
ax (X2+y2)3/2 ay (X2+y2)3/2
Dai,
CX . cy ] L.
Vi = |+ Xi + Vj) = F(X,
(X2+y2)3/2 (X _|_y )3/2 (X2+y2)3/2( yJ) ( y)

Logo, F é conservativo em qualquer regiao do R?, exceto
na origem, ja que F = Vf. f &, portanto, funcao potencial de

F.

22



(_?.) Universidade Federal do ABC

7. Divergéncia e Rotacional

Seja F(x,y) = f(x,y)i + g(x,y)j] um campo vetorial em duas
dimensoes, define-se a divergéncia de F, denotado por divF ou
VeF, ao escalar

. 0 0
divF=VeF=—f(x,y)+—0q(X,
k== (X, Y) ayg( y)

ou simplesmerte,

divF—ijtﬁ—g

oX oy

Em trés dimensoes, F(x,y) = f(x,y,z)i + g(x,y,z)j + h(x,y,z)k

of ag oh
5‘y82

divF =

23
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Seja F(x,y) = f(x,y)i + g(x,y)j um campo vetorial em duas
dimensoes, define-se o rotacional de F, denotado por rotF ou
VxF, ao campo vetorial

rotF =VxF =(ag—afjk

ox oy

Em trés dimensoes, F(x,y) = f(x,y,2)i + g(x,y,z)] + h(x,y,z)k

rotF =VxF = oh_2%9 i+(§—a—h)j+ a9 _a Kk
oy oz 0z OX OX oYy

24
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Os resultados anteriores podem ser reescritos como:

— Em duas dimensoes,

I ] k
rotF =VxF= 9 9 0
oX oy
f g O
— Em trés dimensoes,
I ] K
rotF =VxF = 0o 9 9
oX oy oz
f g h

25
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O divF tem valores escalares, enquanto rotF tem

valores vetoriais. Ou seja, rotF é ele préoprio um
campo vetorial.

Exercicios

1) Calcule a divergéncia e o rotacional do campo vetorial

F(X,y,2)=x°yi+2y°zj+3zk

2) Mostre que a divergéncia do campo do quadrado
inverso

F(X,y,2)= <7 (XI+Yl+ZK)

(2+y2+22)

e nula 26
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1) Resolugao
Divergéncia de F
: 0 0 0
divF = —(x°y)+—(2y°z) +—(3z
SOV @YD+ @)

divF =2xy+6y°z+3

Rotacional de F

| J Kk
oo 2 09 {a(sz)_a(zy z)}{a(sz)_a(x y)}j{a(x y) 2y z)}k
oXx oy oz oy 0z OX 0z oy OX
Xy 2y°z 3z

rotF =-2y°i — x’k

27
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2) Resolucao

Levando-se em conta que (x2 + y2 + z2)1/2 =,

F(xyz)— |+C—yj+—k
r*" re

Dai,
divk = 8();)+8()gj+8(zj

X\ r oy\r 0z
Sendaq
g(lj_r?’—xﬁrg’/ax) |
ox\ r’ (r’)? }jg(ij_ 1 3x°
8_I’3 §(2+y2+22ﬁ22x—§ ox\rd) r® r®
ox 2 - r)

28



Analogamerte,

: (yj: r* -y €ri/oy

C(E) Universidade Federal do ABC

6y r3 (r3)2 a
or® 3 }35
—:—(2+y2+22322yzl
oy 2 r
\ A

a5
oz\r (r?) }:g(_s _
a—r?’ E(Z_I_yz_l_zzﬁzzz_z oz \ 1
oz 2 - r
Assim, divF = 1 —BXZ + 1 _3y2 + 1

’ A S SR S S A

r re

2 2 2 2
3z JC:(B_B(X +Y +2 ))C

29
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Interpretacoes Fisica e Geomeétrica para o divergente

O divergente de um vetor, mede a variacao do fluxo
desse vetor.

O divergente pode ser entendido no contexto da
Mecanica dos fluidos como:

— Se F(x,y,z) € a velocidade de um fluido, entao,
divF representa a taxa liquida de variacao, com relacao ao
tempo, da massa de fluido que passa pelo ponto (x, y, z).

— Em outras palavras, divF, calculado num ponto
(Xor Yor 2,) mede a tendéncia de um fluido deferir no ponto
(Xor Yor Z0)-

30
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— Campos magnéticos nao sao divergentes,

Vet s e rragratic NeleY

— Uma fonte de campo magnético é ao mesmo tempo fonte

e sorvedouro do campo.
31
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— Campos vetoriais constantes,

b A A A &

°p div=20

A & 4 &

32



(.?.) Universidade Federal do ABC

Interpretacoes Fisica e Geomeétrica para o rotacional

O vetor rotacional esta associado com rotacoes.

Se F representa um campo de velocidades em Mecanica
dos fluidos, por exemplo, entao, particulas proximas de um
ponto (X, Yo Z7), tendem a rodar em torno do eixo que
aponta para a direcao definida pelo rotF calculado nesse
ponto.

A magnitude do vetor rotF é uma medida do quao rapido
as particulas se movem em torno desse eixo. A rotacao
obedece a regra da mao direita.

Regra da mao direita Furacdo Katrina 25/08/2565
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8. Alguns conceitos e teoremas importantes

Teorema 1

Se f € uma funcao escalar de trés variaveis e que tem
derivadas parciais de segunda continuas. Entao,

rot(grad f) =V xVf =0

Como um campo vetorial conservativo é tal que F =Vf,

entao, o teorema anterior pode ser reescrito como: Se F
representa um campo vetorial conservativo, entao,

rotF =0

34
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Teorema 2

Se F = f(x,y,z)i + g(x,vy,z)] + h(x,y,z)k € um campo
vetorial no R3 e f, g, h tém derivadas parciais de segunda
ordem continuas, entao,

div(rotF) =0

Laplaciano

) E o resultado da aplicacdao do operador V sobre si mesmo.
E denotado por V2. Tem a forma,

2 2 2
VeV =V?= 52+ 82+ 82
ox° oy° oz

Quando aplicado a uma funcao escalar ®(x,y,z),

o0°p 0°¢p ©O°
Vg = f + f + f
ox® oy® oz 35
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Se
0°¢ 524’5 0°¢ _
OX* 8y2 oz°

Vig =

A equacao V2® = 0 é conhecida como equacao de Laplace.

36
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Fluxo de um Vetor qualquer A

A quantidade do vetor A, que passa por uma
determinada superficie dS ¢,

dgp=AendS=AedS

Convenciona-se que NdS = dS sempre aponta para fora e
é perpendicular a superficie fechada dS.

37
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Teorema da divergéncia

¢=qAeds= [divAdS
S V

A igualdade das duas integrais acima significa que o fluxo
do vetor A através de uma superficie fechada S é igual a
integral do divergente de A no volume V envolto por S

38
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Circulacao de um Vetor

A circulacao de um campo vetorial A ao longo de uma
linha L do ponto P ao ponto Q, conforme a figura abaixo, é
dada por,

Co= [ AedL

maxima

P
39
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Teorema de Stokes

O fluxo rotacional de um campo vetorial F através de

uma superficie aberta S é igual a circulacao do vetor A ao
longo do caminho L que delimita S.

{Aosz ﬂrotAodS

Se A for uma forca, esse teorema é uma forma de
calcular o trabalho realizado por essa forca ao longo do
caminho L.

40



